Другий етап Всеукраїнської олімпіади юних математиків

2013-2014 н.р.

Відповіді та вказівки

11 клас
1.  [image: image2.png]Gl+E+ B+ B+ + 5]



 QUOTE  
Розв’язати систему рівнянь 
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Розв’язання.  ОДЗ 
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Заміна x+y=t,
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Тому рівняння
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 має не більше одного кореня.   t=1 – корінь. Отже,
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Відповідь. (0;1), (1;0)
2. Довести нерівність 
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, якщо 
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Розв’язання.
І спосіб.

Припустимо протилежне, тобто 
[image: image16.wmf].
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Тоді 
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Одержали сукупність неправильних нерівностей, що свідчить про хибність припущення. Отже, 
[image: image20.wmf].

1

£

-

bd

ac


ІІ спосіб. Застосуємо властивості модуля і нерівність Коші:

[image: image21.wmf].
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3. У трапеції ABCD (AD||BC) проведені бісектриси зовнішніх кутів А і В до перетину в точці М і бісектриси зовнішніх кутів C і D до перетину в точці N. Відомо, що MN = 12 см. Знайти периметр трапеції.

 Розв’язання.  
[image: image22.wmf]Ð

[image: image24.png]AMB = 90°, £ CND = 90°



( як кути між бісектрисами односторонніх кутів). Нехай бісектриси зовнішніх кутів А і В перетинають прямі ВС і AD в точках Е і F відповідно, а бісектриси зовнішніх кутів  D і С перетинають прямі ВС і AD в точках Р і К відповідно. АВ = АF, CD = DK. Чотирикутники АВЕF і СDКР – ромби. Точка М – середина діагоналі ВF, точка N – середина діагоналі СК, тоді МN – середня лінія трапеції FВСК, МN=[image: image26.png]BCHFK _ BCAFA+AD+DK _ BCHAB+ADHCD _ Papcp
2 2 2 2




 
Звідси [image: image28.png]Pigcp = 24



см. 
Відповідь: 24 см.[image: image29.jpg]


 
4. На дошці записані числа 1, 2, 3, …, 2012. За один крок дозволено витерти будь-які два числа та замість них записати остачу від ділення на 11 їхньої суми. Після 2010 ходів на дошці залишились записаними два числа: х і 1012. Знайти число х.
Розв’язання.  1+ 2+ 3 +…+2012 = 2013[image: image31.png]


 1006 [image: image33.png]


 Якщо замінити суму двох чисел остачею від ділення на 11, то не зміниться подільність суми записаних чисел на 11. Тому сума чисел х і 1012 кратна 11. Оскільки число  1012 кратне 11, то і число х кратне 11, причому воно менше від 11, тому х =0.
Відповідь: х =0.
5. З’ясуйте, чи існує така функція  f: 
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 , яка не набуває жодного свого значення більше, ніж в одній точці, та що при всіх 
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 QUOTE  
 задовольняє нерівність 
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Розв’язання. Припустимо, що існує 
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, яка не набуває жодного свого значення більше, ніж в одній точці, і при всіх дійсних x задовольняє нерівність 
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Маємо:  
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Покладемо 
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Тоді   
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Покладемо 
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 Тоді   
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Одержали 
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Отже, значення 
[image: image52.wmf]2
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 функція набуває принаймні у двох точках, що суперечить умові.
Відповідь: не існує.
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