Другий етап Всеукраїнської олімпіади юних математиків

2013-2014 н.р.

Відповіді та вказівки

10 клас

1. Чи існує таке натуральне число n, щоб сума 1+2+…+ n, дорівнювала трицифровому числу з однаковими цифрами?

Розв’язання. За умовою задачі 
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.   Змінюючи а від 1, 2, 3, …, 9 знаходимо, що а=6, n=36. 

Відповідь: а=6, n=36.
2. Розв’яжіть рівняння:  [image: image4.png]1

[d° + 6 = 3 - -5




де [image: image6.png][x]



- ціла частина, а [image: image8.png]o} —



 дробова частина дійсного числа х.

Розв’язання .  Після перетворення рівняння отримаємо: [image: image10.png](0 +3)% = 63 - &



 тому 

[image: image12.png][ +3=F/&3 - &



, використаємо графічний спосіб .

Розглянемо ГМТ: [image: image14.png]v, = TV -2



, [image: image16.png]



 [image: image18.png]v? = {x} — {x}*, axwo x € [0;1),mo {x}

, @ momy ompumaemo y* = x — x*



;→

 [image: image20.png]=+ =





Отримали рівняння кола з центром в точці (0,5;0) та радіусом 0,5. Де  вилучено точку (1;0). Враховуючи періодичність [image: image22.png]{x}



,Т=1,отримаємо графік [image: image24.png]v, = TV -2



, в цій системі координат побудуємо графі функції: [image: image26.png]


. З даного рисунка отримуємо,що [image: image28.png]


 

[image: image29.png]
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3. Дано опуклий чотирикутник АВСD такий, що 
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. Точка F – середина відрізка AD. Відрізки BF і AC перетинаються в точці L. Довести, що BC=CL.

Розв’язання.  Оскільки 
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, тому навколо точок 
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 можна описати коло. Отже, 
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. Оскільки 
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4. Скільки коренів має рівняння 
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, залежно від 
параметра а?
Розв’язання .   ОДЗ: х є (-∞;-1) U(-1;+∞).

І) х˂ -1.     х2+2х+а-1=0. D1=2-а,

 [image: image50.png]


, при а ˂ 2. Як бачимо [image: image52.png]—1+vV2-a >-1



,

 тому при а ˂ 2,  [image: image54.png]


, при а=2, х=-1 – ст.. корінь., при а˃2, [image: image56.png]



ІІ) х˃-1.   х2-2х+1-а=0. D1=а,

 а˂0,[image: image58.png]


 а=0, х=1, при а˃0[image: image60.png]


,  Розглянемо функцію ƒ(х)= х2-2х+1-а.

[image: image61.png]


[image: image62.png]


 
Як бачимо х1, х2 ˃ -1 , якщо [image: image64.png]{/(71) >0,
D, > 0.



 

тобто а є (0;4) ; х1˂-1, якщо [image: image66.png]f(-1) =0,



 тобто а є [4; +∞).

Отже,  при  а є (0;4) [image: image68.png]1+ a




, при а є [4; +∞) [image: image70.png]


.

Відповідь . При аϵ(-∞;0), [image: image72.png]



                   при а=0 , х1=1, або [image: image74.png]



                   при аϵ(0;2),[image: image76.png]



                   при а=2, [image: image78.png]2= 1F V2,




                  при аϵ(0;4), [image: image80.png]X2 =1F Va



,
                  при аϵ[4; +∞) , [image: image82.png]1++a





5. Див. 9 клас задача 5.
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